Structure des groupes abéliens finis

Lemme — G et son dual G ont le méme exposant.

DEMONSTRATION

Soit H un groupe abélien d’exposant exp(H) = N.
Soit x € H.

AlorsVr € H, x(z)V = x(2) = x(1) = 1.

D’ou

~

On en déduit que exp(H) < exp(H ).
En particulier, exp(G) < exp(G) < exp(G).

D’apres I’isomorphisme entre G et (G, on a égalité des exposants.

Théoréeme

Soit G groupe abélien fini. Il existe un unique r € N et des uniques Ny, . ..

tels que
e N est ’exposant de GG
o Vic [[]_,7"—1]], Ni+1 ‘ Nz

,
o G~[[z/Nz.
i=1
DEMONSTRATION
On démontre le théoréme par récurrence sur |G| > 1.

Si |G| = 1 alors G = {1} et le théoreme est trivial.

Soit G groupe abélien d’ordre au moins 2.
On note N, I’exposant de G.
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Comme N, est aussi I'exposant de G, Va € G, Vy € G, ()M =1
soit R
Vz € G, Vx € G, x(z) € pn,

ou pu;, estle groupe des racines N;-émes de 1’unité.

Par définition de I’exposant, il existe x; € G d’ordre Ny.
Comme pour tout € G, x1(x) est d’un ordre divisant N; (car xi(z) € un,) et
X1 est d’ordre Ny, il existe x; € G tel que x;(z) d’ordre V.

Alors VE | Nl, k 7é Nl, Xl(xlf) = X1<l‘1)k 7& 1.
Or l’ordre de z; € G divise V;. Donc z; est d’ordre exactement V.

On note H; =< x; > et G; = ker ;.

On remarque que ; induit un isomorphisme entre /1 et py;, .
En effet |Hq| = |un,| et x1 : Hi — p, est surjective car py, =< x1(x1) >.
On note o = xj .

On montre que G = H; & G;.

Soit g € G.

On pose a = a(x1(g)) € Hietb=a"'g.

Alors

xi(a) = x1(g) et x1(b) = x1(a)"'x1(g) = 1 d’oub € G1.

On amontré que Vg € G, da € Hy, 3b € G, g = ab soit

G:H1+G1.

De plus H, NGy = {af, k € [0;N; — 1] / xa(z}) =1} = {1}.
SiGy = {1}alors G = Hy ~Z /N\Z.

Si |G4| > 1 alors on utilise I’hypothese de récurrence :
T

G, ~ H Z | N;Z. avec N1 | N; ot Ny est I’exposant de G.
=2

Comme (5 est un sous-groupe de (=, son exposant N, divise V. 0
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