
Structure des groupes abéliens finis

Lemme — G et son dual Ĝ ont le même exposant.

DÉMONSTRATION
Soit H un groupe abélien d’exposant exp(H) = N .
Soit χ ∈ Ĥ .
Alors ∀x ∈ H, χ(x)N = χ(xN) = χ(1) = 1.
D’où

χN = 1.

On en déduit que exp(Ĥ) 6 exp(H).

En particulier, exp( ̂̂G) 6 exp(Ĝ) 6 exp(G).

D’après l’isomorphisme entre G et ̂̂G, on a égalité des exposants. �

Théorème
Soit G groupe abélien fini. Il existe un unique r ∈ N et des uniques N1, . . . , Nr

tels que

• N1 est l’exposant de G

• ∀i ∈ [[1; r − 1]] , Ni+1 | Ni

• G '
r∏

i=1

Z /NiZ .

DÉMONSTRATION
On démontre le théorème par récurrence sur |G| > 1.
Si |G| = 1 alors G = {1} et le théorème est trivial.

Soit G groupe abélien d’ordre au moins 2.
On note N1 l’exposant de G.
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Comme N1 est aussi l’exposant de Ĝ, ∀x ∈ G, ∀χ ∈ Ĝ, χ(x)N1 = 1
soit

∀x ∈ G, ∀χ ∈ Ĝ, χ(x) ∈ µN1

où µN1 est le groupe des racines N1-èmes de l’unité.

Par définition de l’exposant, il existe χ1 ∈ Ĝ d’ordre N1.
Comme pour tout x ∈ G, χ1(x) est d’un ordre divisant N1 (car χ1(x) ∈ µN1) et
χ1 est d’ordre N1, il existe x1 ∈ G tel que χ1(x1) d’ordre N1.

Alors ∀k | N1, k 6= N1, χ1(x
k
1) = χ1(x1)

k 6= 1.
Or l’ordre de x1 ∈ G divise N1. Donc x1 est d’ordre exactement N1.

On note H1 =< x1 > et G1 = kerχ1.

On remarque que χ1 induit un isomorphisme entre H1 et µN1 .
En effet |H1| = |µN1| et χ1 : H1 → µN1 est surjective car µN1 =< χ1(x1) >.
On note α = χ−1

1 .

On montre que G = H1 ⊕G1.

Soit g ∈ G.
On pose a = α(χ1(g)) ∈ H1 et b = a−1g.
Alors
χ1(a) = χ1(g) et χ1(b) = χ1(a)

−1χ1(g) = 1 d’où b ∈ G1.

On a montré que ∀g ∈ G, ∃a ∈ H1, ∃b ∈ G1, g = ab soit

G = H1 +G1.

De plus H1 ∩G1 =
{
xk1, k ∈ [[0;N1 − 1]] / χ1(x

k
1) = 1

}
= {1}.

Si G1 = {1} alors G = H1 ' Z /N1Z .

Si |G1| > 1 alors on utilise l’hypothèse de récurrence :

G1 '
r∏

i=2

Z /NiZ avec Ni+1 | Ni où N2 est l’exposant de G1.

Comme G1 est un sous-groupe de G, son exposant N2 divise N1. �

20-sided dice 2 2020-2021


